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Poliedros

1- Definicoes

Poliedro é uma reunido de um ndmero finito de poligonos? planos, de tal forma que a
intersecdo de dois poligonos distintos seja uma aresta comum, um vértice comum, ou vazia
(LIMA, 1991). Os poligonos sdo denominados faces do poliedro. Os lados e os vértices dos
poligonos denominam-se, respectivamente, arestas e vértices do poliedro.

As Figuras 1a e 1b exemplificam poliedros. A Figura 1c n&o representa um poliedro,
pois a intersecao das faces F e G nao é vazia, ndo € uma aresta, nem um vértice comum. A

Figura 1d nao representa um poliedro, pois a face superior € a inferior ndo sao poligonos.
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Figura 1: Sélidos geométricos
Fonte: Figura 1a - LIMA, et. al., 2002; Figuras 1b, 1c e 1d — LIMA, 1991

Um poliedro é convexo se qualquer reta nao paralela a nenhuma de suas faces o corta
em no maximo, dois pontos (LIMA, et. al., 2002). Ou, equivalentemente, um poliedro é convexo
quando cada lado de um poligono é também lado de um, e apenas um, outro poligono e, além
disso, o plano que contém um desses poligonos deixa todos os outros em um mesmo semi-
espaco. Existem poliedros ndo-convexos, como por exemplo, o da Figura 2. Podemos observar
que a reta representada corta o poliedro em mais de dois pontos, ou, de modo equivalente,
podemos perceber que o plano que contém a face ABCD nado deixa as demais faces num

mesmo semi-espago.

! Este material foi elaborado pelas professoras Silvia Cristina Freitas Batista e Gilmara Teixeira Barcelos
e pelo bolsista CNPq - Flavio de Freitas Afonso.

Seja uma seqiiéncia de pontos de um plano ( A4, Az, ..., An) com n = 3, todos distintos, na qual trés pontos

consecutivos ndo sdo colineares. A reunido dos segmentos A;A, , AyA;, ..., A,_1A,, A,A; com os pontos
internos da regido limitada por estes segmentos, chama-se poligono.
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Figura 2: Poliedro nao convexo

2- Classificacao de Poliedros

O software Poly® permite visualizar poliedros convexos, além de planifica-los e
rotaciona-los. Os poliedros sdo apresentados nas seguintes categorias: platénicos, solidos de
Arquimedes, prismas e anti-prismas, sélidos de Jonhson, deltaedros, sélidos de Catalan,
dipiramides e deltoedros, esferas e domos geodésicos. A facilidade oferecida pelo software em
copiar e colar figuras em um editor de texto é outro fator positivo do mesmo.

2.1 Poliedros Regulares

Um poliedro é regular quando todas as faces sdo poligonos regulares congruentes e
todos os vértices sdo congruentes. Isto significa que existe uma simetria do poliedro que
transforma cada face, cada aresta e cada vértice numa outra face, aresta ou vértice. E possivel

provar que existem apenas cinco poliedros regulares convexos.
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Tetraedro Cubo ou Hexaedro Octaedro Dodecaedro Icosaedro
4 triangulos 6 quadrados 8 tridngulos 12 pentagonos 20 tridngulos
eaiiilateros eaiiilateros reculares eqiiildteros

Figura 3: Poliedros Regulares Convexos

Os cinco poliedros regulares convexos — tetraedro, cubo ou hexaedro, octaedro,
dodecaedro e icosaedro — ficaram conhecidos na hist6ria como sélidos platénicos, pelo fato de
Platdo ter construido suas teorias a respeito da origem do universo, associando a estes os
constituintes fundamentais da natureza. Platao professava que Deus criou 0 mundo a partir de
quatro elementos basicos: a terra, o fogo, o ar e a agua. Ele procurou, entdo, definir as
esséncias especificas desses elementos através de quatro objetos geométricos, os poliedros
convexos regulares, que representavam, aos olhos dos gregos, harmonia e uma certa
perfeicao.

e aterra, o elemento mais imével, Platdo associou ao cubo, o Unico poliedro com faces

quadradas e, dessa forma, o mais apto a garantir estabilidade;

3 Poly é um programa shareware, para explorar e construir poliedros. A empresa Pedagoguery Software,

disponibiliza em http://www.peda.com/poly/ uma versao avaliativa completa do software.




e 0 fogo ele atribuiu ao tetraedro, que é o poliedro mais "pontudo”, com arestas mais
cortantes, com menor nimero de faces e de maior mobilidade;
e aagua e o ar, que sdo de mobilidade crescente e intermediaria entre a terra e o fogo,
ele atribuiu, respectivamente, ao icosaedro e ao octaedro.
Com o tempo, aparece o quinto e ultimo poliedro regular: o dodecaedro. Platdo explicita
suas idéias sobre o quinto elemento: o cosmos, que segundo ele seria a "alma do mundo".

Cubo (Terra); Tetraedro (Fogo); Dodecaedro (Cosmos); Icosaedro (Agua); Octaedro (Ar)

Figura 4: Poliedros regulares e as associagbes de Platao

Se admitirmos que as faces de um poliedro regular podem ser poligonos regulares
generalizados e que se podem intersectar, os quatro poliedros conhecidos como poliedros de
Kepler-Poinsot (Figura 5) séao regulares, porém nao convexos.

O Poly sé trabalha com poliedros convexos e, portanto, ndo é possivel a visualizagao
destes quatro poliedros por meio deste software. Para o aprofundamento do estudo dos
poliedros de Kepler-Poinsot, sugerimos 0s enderegos eletrénicos
www.es.cefetcampos.br/poliedros e http://www.atractor.pt/mat/fr-in.htm .

)

Pequeno dodecaedro estrelado  Grande dodecaedro estrelado  Grande dodecaedro  Grande Icosaedro
Figura 5: Poliedros de Kepler-Poinsot

Chama-se dual de um poliedro platdnico o poliedro que se obtém unindo, por segmentos
de reta, os centros das faces adjacentes do primeiro. Assim, o tetraedro é dual de um outro
tetraedro; o cubo é dual do octaedro regular (e vice-versa); o dodecaedro regular é dual do
icosaedro regular (e vice-versa). No endereco eletrdnico http://www.atractor.pt/mat/fr-in.htm ¢é
possivel visualizar os soélidos platénicos e seus duais. Dualidade ndo é uma caracteristica
especifica dos poliedros platénicos, esta se estende a todos os poliedros. No entanto, o
processo utilizado para obter os duais dos platbénicos ndo pode ser estendido a todos os
poliedros. Em www.es.cefetcampos.br/poliedros é possivel obter outras informagdes sobre

dualidade de poliedros.

2.2 Solidos de Arquimedes

Os solidos de Arquimedes ou poliedros semi-regulares sdo poliedros convexos cujas
faces sao poligonos regulares de mais de um tipo. Todos os seus vértices sao congruentes,
isto é, existe 0 mesmo arranjo de poligonos em torno de cada vértice. Além disso, todo vértice
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pode ser transformado em outro vértice por uma simetria do poliedro. Existem apenas treze
poliedros arquimedianos.
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Tetraedro Truncado Romblcuboctaedro ICOS|dodecaedro
Figura 6: Exemplos de Poliedros Arquimedianos

Existem relagdes intimas entre poliedros platonicos e os arquimedianos®. Por exemplo,
efetuando cortes cada vez mais profundos nos vértices de um cubo, podemos obter alguns

@

Cubo Cubo Truncado Cubooctaedro Octaedro Truncado Octaedro
Platonico Arquimediano Arquimediano Arquimediano Platonico

poliedros arquimedianos, como mostra a Figura 7.

Figura 7: Exemplos de s6lidos obtidos a partir do cubo, por truncamento de vértices.

Poderiamos, também, ter seguido o caminho inverso, da direita para a esquerda,
comegando por truncar o octaedro.

2. 3 Sdlidos de Catalan
Os sélidos de Catalan sao poliedros duais dos sélidos arquimedianos. As faces néo sao
poligonos regulares, mas sao todas congruentes. Na figura 8 esta representado um dos sélidos

de Catalan, o dual do cubooctaedro. As faces sdo losangos e por isso se chama dodecaedro

—
C

rémbico.

Figura 8: Dodecaedro Rémbico
2.4 Prismas e Antiprismas
Os prismas sao poliedros com duas faces congruentes e paralelas (as bases) e cujas faces
restantes (as faces laterais) sdo paralelogramos. Sdo nomeados de acordo com a natureza de

suas bases. Dizemos que sao retos se suas faces laterais forem perpendiculares as bases, ou

* Em http://users.erols.com/quantime/Archimedean.html é possivel visualizar transformagdes de poliedros

platénicos em arquimedianos, assim como os duais dos sélidos platdnicos e dos sélidos arquimedianos.




obliquos, se tal ndo acontece. Além disso, um prisma regular € um prisma reto cujas bases
sdo0 poligonos regulares.

Uma variacdo da construgcdo do prisma regular € o antiprisma. Um antiprisma é um
poliedro que consiste de dois poligonos regulares de n lados (as bases) situados em planos
paralelos, de modo que o segmento h que liga seus centros seja perpendicular aos planos das
bases €, de forma que cada vértice da base superior seja equidistante de dois vértices da base
inferior (ALLAN, 1997). Se as bases sao poligonos regulares convexos de n lados, o antiprisma
possui 2n triangulos isdsceles como faces laterais. Se todas as faces laterais sdo triangulos
equilateros, o antiprisma é regular. O antiprisma regular de base triangular possui oito faces
que sao triangulos equilateros e por isso ele se chama octaedro regular.

Existem infinitos prismas e antiprismas. Os prismas cujas faces laterais sado regulares, de
acordo com a definicAo dada anteriormente, sdo sélidos arquimedianos. Do mesmo modo,

antiprismas de faces regulares também sdo arquimedianos. No entanto, ndo € comum incluir

essas duas classes na familia dos poliedros de Arquimedes.
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Figura 9: Prisma hexagonal regular (a esquerda) e antiprisma hexagonal regular (a direita)

2.5 Sdlidos de Johnson

Todos os poliedros convexos cujas faces sao poligonos regulares, e que nao sao poliedros
platénicos, arquimedianos, prismas ou antiprismas, sdo chamados de sélidos de Johnson.
Existem noventa e dois sélidos nesta categoria.
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piramide quadrangular alongada dipiramide triangular

Figura 10: Exemplos de sélidos de Johnson

2.6 Deltaedros

Deltaedros sédo poliedros cujas faces sao triangulos equilateros. Existem oito deltaedros
convexos, trés dos quais sao poliedros regulares: o tetraedro regular, com quatro faces; o
octaedro regular, com oito faces; e o icosaedro regular, com vinte faces.

Se listarmos por ordem crescente o numero de faces dos oito deltaedros convexos,
podemos observar que cada nimero par de quatro a vinte esta presente, com excecdo do
namero dezoito. De fato, existem deltaedros com 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16 e 20 faces, mas nao

existe nenhum com dezoito faces.
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dipiramide triangular  dipiramide pentagonal prisma triangular triaumentado  disfenéide achatado (snub)
Figura 11: Exemplos de Deltaedros

2.7 Dipiramides e Deltoedros
As dipiramides sado sélidos duais dos prismas e os deltoedros sdo duais dos antiprismas.

¢

Figura 12: Dipiramide pentagonal (sélido a esquerda) e deltoedro pentagonal (sélido a direita)

2.8 Esferas e Domos Geodésicos

Uma esfera geodésica € uma estrutura composta de uma rede de triangulos que da forma a
uma superficie aproximadamente esférica. Quanto maior o nimero de tridngulos na rede, mais

proxima a esfera geodésica estara de uma esfera.

Figura 13: Esferas Geodésicas

Esses solidos sdo classificados de acordo com suas freqiiéncias. Quanto maior a
freqiéncia mais triangulos tem o sélido e, conseqlentemente, mais curvada é sua estrutura
(Figura 14). Trés solidos platénicos, o tetraedro, o octaedro e o icosaedro, sdo esferas
geodésicas de freqiiéncia 1.

Figura 14: Esfera Geodésica Hexaédrica de Freqiiéncia 1 (a esquerda) e Esfera Geodésica Hexaédrica de
FreqUéncia 2




Domos geodésicos ou abdbadas geodésicas sdo partes fracionadas da esfera
geodésica. O hemisfério geodésico é um domo em particular, obtido por um corte que divide a

esfera geodésica em duas partes iguais.
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Figura 15: Hemisfério Geodésico Icosaédrico de FreqUéncia 2 (a esquerda) e Hemisfério Geodésico
Icosaédrico de Freqiiéncia 4 (a direita)
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ATIVIDADES UTILIZANDO O SOFTWARE POLY
1- Explore livremente o programa

2- Clique no botao que permite visualizar o sélido montado com as arestas realgadas. Depois,
cligue em Sdlidos Platonicos. Na tela ja aparecera um tetraedro (um tetraedro regular). Com
o botao direito (ou esquerdo) do mouse pressionado, movimente o sélido e:
a) determine:
- o numero de faces:
- 0 numero de arestas:
- 0 numero de vértices:

b) planifique o sélido utilizando os recursos do software, e confira suas respostas.

c) Verifique se arelagdo V + F = A + 2 (relagéo de Euler), sendo V o numero de vértices, F
0 nimero de faces e A o numero de arestas, é valida para o sélido analisado.

3- Repita a atividade 2 para o hexaedro e o octaedro.

4- Cligue no botao que permite visualizar o sélido montado com as arestas realgadas. Depois,
cligue em Solidos Platonicos e selecione Dodecaedro. Observe que este sélido é composto
de 12 pentagonos regulares e:

a) determine o niUmero de arestas desse sélido, sem contar uma a uma.
b) utilize a relagdo de Euler e determine o nimero de vértices.

5- Clique no botao que permite visualizar o sélido montado com as arestas realgadas. Depois,
cligue em Solidos de Arquimedes. Na tela ja aparecera um tetraedro truncado. Observe que
este sélido é composto de 4 tridngulos equilateros e 4 hexagonos regulares e:

a) determine o nimero de arestas desse sélido, sem contar uma a uma.
b) utilize a relagdo de Euler e determine o nimero de vértices.

6- Cliqgue em Solidos de Arquimedes e selecione Rombicosidodecaedro. Planifique esse
sélido e identifique o tipo de face e a quantidade de cada tipo. Faca os itens a e b da atividade
5.

7- Cligue no botdo que permite visualizar o sélido montado com as arestas realgadas. Depois,
cligue em Prismas e Antiprismas. Na tela ja aparecera um prisma triangular. Observe o
solido e:
a) determine:
- o numero de faces:
- onumero de arestas:
- 0 numero de vértices:

b) verifique se a relagédo de Euler é vélida para o sélido analisado.

8 - A partir da visualizagao (software Poly), dos prismas indicados abaixo, preencha a seguinte
tabela:

Numero de arestas dabase doprisma |3 |5 |6 |8 | 10
Numero de vértices do prisma
Numero de arestas do prisma
Numero de faces do prisma

9- Em todos os prismas h& uma relagéo entre o nimero de arestas da base e o nimero de
vértices, arestas e faces. Considerando um prisma cujo nimero de arestas da base é n,
expresse, em funcdo de n, o numero de:
faces: arestas: vértices:
10- A partir das relagcbes estabelecidas na questao anterior, identifique o prisma que possui:
a) 14 vértices:

b) 8faces:
c) 12 arestas:




